TD Ensembles, Applications
Ensembles

Elémentaires
55M Exercice 1 Soient A, B, C' trois parties de E tellesque AUB C AUC et AN B C AN C. Montrer que B C C.

116 Exercice 2 Pour A, B deux parties de R, on définit la somme A+ B ={a+b, a € A,b € B};sik € Z, onnote kZ = {ka, a € Z}.
Déterminer les sommes suivantes. Justifier briévement chaque inclusion.

1. Q+Q 2. Ry +R_ 3.0+Q 4. 2ZU4Z 5. 2Z+3Z 6. 2ZN3Z

Eqw Exercice 3 Z A Soient A, B, C, D quatre parties d’'un ensemble. On suppose que A C C,BC D,CND =0et AUB=CUD.
Montrer que A =Cet B=D.

B2C Exercice 4 Z & Soit A= {(z,y) €R? |3z +y=1}et B={(t—1,-3t+4), t € R}. Montrer que A = B.
311 Exercice 5 Z Pour A, B C E,montrerque AC B VX e P(E), AnNX Cc BNX.

Ensembles de racines de 'unité
k35 Exercice 6 Z Soit n € N*. Montrer que U, NU,,;1 = {1}.
LgP Exercice 7 1. A quelle CNS sur d,n € N* a-t-on Uy C U, ? 2. Montrer que U, N U, = Upgeain,m)-

kv2 Exercice 8 Soit n € N* impair. Montrer que {w?, w € U,} = U,,.

Unions, intersections quelconques
72z Exercice 9 Z Soient (A;);cr et (B;);er deux familles d’ensembles. Comparer pour I'inclusion
il i€l i€l iel iel iel
508 Exercice 10 v LIMITES SUPERIEURE ET INFERIEURE Soit (A4, ),ecN une suite de parties de E. On définit

liglei,\?fAn: U ﬂ A et limsupA, = ﬂ U Ap.

neN k>n neN neNk>n

Décrire simplement les éléments de lim sup,,cn Ay et liminf,en Ay,.

Sur les parties

11T Exercice 11 Soient A, B deux parties de E. Quelles assertions n’ont, en général, pas de sens?

1. AeB 2. ACP(E) 3. ACB 4. A e P(B) 5. P(A) C P(B)
TFQ Exercice 12 # Soient A, B deux parties d’un ensemble fini F. On cherche les ensembles X vérifiant 'équation (E): AU X = B.

1. Donner sans justification une CNS pour que (E) admette des solutions.

2. On suppose que cette condition est vérifiée.

a) Expliciter la forme des solutions de (F). b) Quel estle nombre de solutions de (F), en fonction de | A| et | B|?

Fo0 Exercice 13 % Soit A une partie finie de R de cardinal n. On note A + A = {a + d’, (a,a’) € A?%}.

1. Montrer que 2n — 1 < [A+ A| < in(n+1)

2. Donner un exemple ou la majoration est une égalité.

3. % Montrer que la minoration est atteinte si et seulement si les éléments de A sont en progression arithmétique.

Applications
1II Exercice 14 A Soient A, B deux parties de E. Soit f: N — N, n € N et A C N. Quelles notations n’ont, en général, pas de sens?
L fo(f(n) 2. (fo f)(n) 3. £(4) 4 f'n) 5. £71(4)
XNV Exercice 15 Soit f: z — 3;—111 Déterminer f(]—1,1[) et f~*([2,3]).

x29 Exercice 16 Soit f: F — F et g: I' — G deux applications.
1. Montrer que si g o f est injective, f est injective. 2. Montrer que si g o f est surjective, g est surjective.

48C Exercice 17 2 Etudier I'injectivité et la surjectivité de la fonction suivante :

I g N — N 3. gs- RZ — R?

n o~ n+41l (,y) = (r+y,xz—y)
g 4. U = U L o R? — R?
P e R I (@y) o (@tyay)

B40 Exercice 18 Z Soit f: z — z + % c*—C.
1. Expliciter f(R*), f(U). 2. f est-elle injective ? 3. % f est-elle surjective?

Indication : Pour la surjectivité, tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées, donc toute équation du
second degré admet des solutions (pourquoi?).



. s s _ 11 o 1 0 . MQ(R) — MQ(R) . MQ(R) — MQ(R)
3YS Exercice 19 Z On considére A = (1 1), B = (0 3>, @: M D AM et M s BM -

1. Onnote Oy = (8 O) la matrice nulle. Expliciter ¢ ' ({O2}) et ¢(M2(R)), sous forme de paramétrisations simples.

2. La fonction ¢ est-elle injective ? surjective ? Justifier.

3. Montrer que 1) est bijective, et expliciter son application réciproque.

P(E) — P(A) xP(B)
—

7v3 Exercice 20 % Soient A, B C E. On considére I’application f : b (XNA,XNB) "

1. Montrer que f est injective si et seulement si AU B = E.
2. Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = ().
3. Si f est bijective, expliciter la bijection réciproque.
B51 Exercice 21 % On admet que toute fonction f: R — R continue et injective est strictement monotone. On considére 1’équation
fonctionnelle (x) fo fo f =Idgr, d’inconnue f: R — R. Déterminer les fonctions continues vérifiant (x).
Indication : Il n’en existe qu’une seule.
G40 Exercice 22 % EXISTENCE D'UN INVERSE A GAUCHE/DROITE Soit f: F — F.
1. Montrer que f est injective si et seulement s’il existe une fonction g: F' — FE telle que go f = Idg.
2. Montrer que f est surjective si et seulement s’il existe une fonction g: F' — F telle que f o g = Idp.
La question précédente utilise 'axiome du choix.

3. Montrer qu’il existe une injection de ' — F’ si et seulement s’il existe une surjection F' — E.

Bijections
4Ds Exercice 23 Z @& Soit f: R R z— 22 +z+ 1.
1. La fonction f est-elle injective ? Surjective ?
2. Expliciter un intervalle I maximal pour lequel f réalise une bijection de I sur f(I).
3. Déterminer une expression de I'application réciproque g: f(I) — I.
UKT Exercice 24 Montrer que o: (p,q) — 2P(2q + 1) est une bijection N? — N*.

ovx Exercice 25 Soit X un ensemble et 7 (X, X) 'ensemble des fonctions X — X. Pour f € F(X, X), on considére ®;: F(X,X) —
F(X,X), gr go f.Montrer que ®; est bijective si et seulement si f I'est.

N20 Exercice 26 & PARADOXE DE RusserL Soit F un ensemble.

1. Expliciter une injection £ — P(E). 2. % En raisonnant par I’absurde, montrer qu’il n’existe pas de bijection £ — P(E).
Indication : Etant donné une telle bijection, introduire une partie A judicieuse, et discuter selon si f ~1(A) € A.

Entre ensembles finis

5RL Exercice 27 QUELQUES TIROIRS Soit n € N*. On consideére ag, a1, ..., a, des entiers distincts.
1. Montrer qu’on peut en trouver deux distincts dont la différence soit divisible par n.

2. On suppose que les a; appartiennent a [1, 2n].
a) Montrer qu’on peut en trouver deux premiers entre eux.

b) % Montrer qu’on peut en trouver deux distincts tels que I'un divise 'autre.
GYB Exercice 28 % Soit p > 2.
1. On considére ug,u; € [0,p — 1] et, pour tout n € N, on définit u,, o comme le reste de la division euclidienne de u, 11 + uy,
par p. Montrer que (uy, )nen est périodique.
2. On considére la suite de Fibonacci définie par F} = F> = letVn € N*| F,, 15 = F, 11 + F},. Montrer qu’une infinité de termes
de cette suite sont divisibles par p.

ZNs Exercice 29 % % Soient ay, ..., a, des réels distincts. On note C' la longueur de la plus longue sous-suite croissante de (a;);<n, et
D de la plus longue sous-suite décroissante. Montrer que C'D < n.

Relations binaires
E2M Exercice 30 2 Soit £ = RN I'ensemble des suites réelles. On définit une relation binaire ~ sur F par
(Un)neN ~ (Un)nen € Ing € N,Vn > ng, u, = vp.

Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
0F0 Exercice 31 2 RELATION DE CONJUGAISON Soit £ = F(R,R). On dit que f,g € FE sont conjuguées, ce que 'on note f R. g, s’il
existe ©: R — R bijective telle que ¢ o f o ¢~ = g. Montrer que R.. est une relation d’équivalence.
0xY Exercice 32 FERMETURE TRANSITIVE D'UNE RELATION Soit — p une relation sur . On définit une relation —7% sur £ par x =% y si
et seulement s’il existe une suite xo, . . ., z,, d’éléments de F vérifiant g = z, z, = yetVi € [0,n — 1], ; =R Tz11.
1. Montrer que —}; est transitive et reflexive. Comment I'interpréter vis-a-vis du graphe de la relation?
2. Montrer que si —p est symétrique, —7 est une relation d’équivalence. Quelles sont ses classes d’équivalences, vis-a-vis du
graphe de la relation ?
3. Montrer que — % est la plus petite relation reflexive et transitive contenant — g, c’est-a-dire que si —* est une relation reflexive
et transitive vérifiant Vo,y € E, 2 »py =z =1 y,alorsVa,y € E, . w5y =z = y.
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